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KRATAK SADRZAJ

U radu je prikazan matematicki i statisticki aparat za diseminaciju jedinice mase i
realizaciju masene skale u rasponu od 1 mg - 20 kg sa mernom nesigurno$c¢u od 0,001
mg - 3 mg ili boljom. Metode su selektovane u okviru EMPIR Projekta 19RPT02
RealMass - Improvement of the realisation of the mass scale, ¢iji je ucesnik i Direkcija
za mere i dragocene metale (DMDM). U radu su predstavljene dve projektom odabrane
metode — Lagrangeovih mnozitelja i Gauss Markov. Obe metode baziraju se na metodi
najmanjih kvadrata. Matematicka obrada rezultata odvija se matricnim racunom,
pomocu koga se reSava predeterminisani sistem jednacina. Ispostavlja se da obe tehnike
u osnovi daju iste rezultate za korekcije merenih masa, ali razli€ito tretiraju ulogu

referentnog etalona, jedna nestatisticki, dok druga statisticki.

METHODS OF DISSEMINATION OF THE UNIT OF MASS
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ABSTRACT

The paper presents a mathematical and statistical apparatus for the dissemination of a
unit of mass and the realization of a mass scale in the range of 1 mg - 20 kg with a
measurement uncertainty of 0.001 mg - 3 mg or better. The methods were selected and
collected within the EMPIR Project 19RPT02 RealMass - Improvement of the
realization of the mass scale, in which Directorate of Measures and Precious Metals
(DMDM) is also a participant. The paper presents two project-selected methods -
Lagrange multipliers and Gauss-Markov approach. Both techniques are based on the
least squares method. Mathematical processing of the results takes place by a matrix
calculation, with the help of which a predetermined system of equations is solved. It
turns out that both techniques basically give the same results for corrections of
measured mass, but treat the role of the reference standard differently, Lagrange non-
statistically and Gauss Markov statistically.



uvoD

U skladu sa novom definicijom jedinice mase u okviru Medunarodnog sistema jedinica (SI),
nacionalne laboratorije za masu koje odrzavaju nacionalne referentne etalone mase, usmerene su na
poboljsanje sposobnosti na ovom polju. Jedinica za masu, kilogram, bila je poslednja od sedam osnovnih
jedinica Sl-a definisana artefaktom, odnosno vredno$¢u mase medunarodnog prototipa kilograma (IPK).
Krajem 2018., redefinicija kilograma u smislu Plankove konstante, ostvarena putem Vatne vage, dovela je
do toga da se jedinica mase poveze s prirodnim konstantama i na taj nacin dobije pouzdanija 1 stabilnija
definicija kilograma. Nova realizacija jedinice mase omogucava stabilnije reference, medutim, merna
nesigurnost IPK se viSe ne uzima da je nula (sada je oko 10 pg). Zato ¢e diseminacija jedinice mase
rezultirati povecanjem merne nesigurnosti. Povecanje merne nesigurnosti moze se ograniciti
poboljsanjem realizacije jedinice mase, Smanjenjem nesigurnosti diseminacije jedinice mase za postojece
metode ili razvojem novih metoda diseminacije. Da bi se ovaj problem re$io i u zemljama ¢ije nacionalne
laboratorije za masu nisu na nivou najrazvijenijih zemalja, pokrenut je 2020. godine Empir projekat pod
nazivom - 19RPT02 RealMass - Improvement of the realisation of the mass scale u kome ucestvuju
nacionalne laboratorije za masu iz Italije, Austrije, Ceske, Irske, Belgije, Bugarske, Rumunije, Ukrajine,
Bosne i Hercegovine, Severne Makedonije i Srbije. Osnovni zadaci projekta su [5]:

1. Odabir odgovaraju¢ih metoda koje ¢e sa odgovaraju¢om opremom za etaloniranje tegova klase
tacnosti E1 1 boljih u mernom opsegu od 1mg do 20 kg ostvariti mernu nesigurnost od 0,001 mg
do 3 mg i bolju;

2. izrada nacrta Euramet vodica za etaloniranje tegova metodom diseminacije;

3. izrada odgovarajuéeg softvera za matematicku obradu podataka dobijenih merenjem.

Na ovaj nacin, po zavrSetku projekta, bice omogucéen validan 1 istovetan nacin rada i proracun
merne nesigurnosti u ovoj oblasti u zemljama ucesnicama.

Slika 1. Realizacija masene skale

DISEMINACIJA JEDINICE MASE

Diseminacija jedinice mase, kroz razvijanje garnitura tegova i ostvarenje dekadnih umnozaka i
decimalnih delova kilograma, naéin je za ostvarivanje sledivosti jedinice mase na nivou tegova klase
tacnosti E1 1 boljih. Ova metoda ukljucuje najmanje jedan referentni etalon od 1 kg da bi se etalonirale
garniture tegova, najces¢e u mernom opsegu od 1 mg do 20 kg.

Tokom etaloniranja, referentni i drugi tegovi porede se sa tegovima ili grupama tegova iste nazivne
mase. U zavisnosti od odabranog nacina, Seme, potrebno je dodati i tegove van etalonirane garniture da bi
se ostvarile sve potrebne kombinacije merenja. To su tegovi poznatih masa koji sluze kao kontrolni tegovi
ali se tokom etaloniranja tretiraju na isti nac¢in kao i1 tegovi nepoznatih masa. Poznavanje masa ovih
kontrolnih tegova, najmanje jedan u svakoj dekadi, omogucava kontrolu validnosti dobijenih rezultata
kroz poredenje dobijenih i poznatih rezultata.



Izracunavanje korekcija nazivnih masa nepoznatih tegova 1 njihovih odgovaraju¢ih mernih
nesigurnosti odvija se metodom najmanjih kvadrata. Problem se sastoji u reSavanju predeterminisanog
sistema jednacina (viSe jednacina nego nepoznatih) koji je potrebno formirati radi dobijanja statistickih
podataka neophodnih za izraCunavanje merne nesigurnosti. Matematicka obrada rezultata odvija se
matri¢nim ra¢unom, pomocu koga se reSava predeterminisani sistem jednacina.

Osnovni matematicki model predstavlja sistem jednacina koji glasi:

X-B=y—-¢ 1)

gde su:
X - matrica koja predstavlja Semu etaloniranja, /5 - vektor, koji predstavlja referentni etalon i nepoznate
mase tegova, y - vektor, koji predstavlja izmerene i korigovane razlike na komparatoru, & - vektor

greSaka merenja.
1 -1 0 .. my Amy
- m
¥ = 1 0 1 .. B= 1'y= Am,
o .. 1 -1 my Amy

Oznake 0,1 i -1 oznacavaju prisustvo i polozaj tegova pri poredenju u komparatoru. Jedna¢ina pomocu
koje se vrsi korekcija izmerenih razlika, y, na komparatoru, glasi :

y=4m,, = Wt,r + pa-[EVit(l + atAt) - Z'Vir(l + arﬂt)] -—my-Vg- (Zt - Zr) (2)

Gde su: W, — razlike pokazivanja na komparatoru, za gornju formulu metodom ABBA - etalon, test,
test, etalon, p, — gustina vazduha, Vt, Vr i a;, ar — zapremine i koeficijenti kubnog Sirenja tegova koji se

etaloniraju i refentnog tega (ili tegova), m, — odgovaraju¢a nazivna masa, Vg = E = —3,14-
1077 [m~1] — koli¢nik gradijenta ubrzanja zemljine teZe i lokalnog ubrzanja zemljine teZe, z; i zr — Visine
centara mase grupe tegova koji se etaloniraju i referentnog tega.

Za potrebe kasnije analize, evo kako se moze prikazati ova jednacina u matriénom obliku:

Y1 [W1] [P1a 01[1 -1 0 .. [Vl(l + a;At) ] myAz,
Y2 WZ + 8 pZa (()) 0 -1 V2(1 + a]At) mZAZZ (21)
Yol IWal 1O 0 ppadlo .. 1 -1 lvm(1 + akAt)J mnAZn

Nepoznate mase, B = [m,,m; ....m;] T iz jednac¢ine (1) dobijaju se metodom najmanjih kvadrata,
¢ije reSenje glasi:
p=&X)"-XTy ©)

Kovarijansna matrica, tip A merne nesigurnosti, dobija se pomoc¢u formule:
cov(B) = o?(XTX)? (4)

Osnovni problem reSavanja gornjih jednacina predstavlja matrica (X7X)™! koja je singularna —
determinanta joj je jednaka nuli, usled ¢ega sistem nema reSenja. To je karakteristika svih sistema (Sema)
koji sadrze samo razlike merenih veli¢ina.

Od vise metoda sa kojima se ovaj problem moze prevazi¢i na projektu je doneta odluka da se izaberu
dve metode:



— Lagranzeovog mnozitelja,;

— Gauss - Markova.

Obe metode nude reSenje za problem singularne matrice, sa istim rezultatima za korekcije nepoznatih
masa ali se razlikuju u tretiranju referentnog etalona.

Metoda Lagranzeovog mnozitelja, pri izracunavanju kovarijansne matrice referentni etalon smatra
fiksnim, sa mernom nesigurno$¢u ¢ija je vrednost nula. Sama kovarijansna matrica je nepotpuna,
predstavlja mernu nesigurnost tipa A, a merne nesigurnosti referentnog etalona i ostalih tipa B naknadno
se dodaju.

Metoda Gauss Markov pri izraCunavanju kovarijansne matrice tretira referentni etalon sa njegovom
mernom nesigurno$cu, kao statisticku (slucajnu) velic¢inu. Sama kovarijansna matrica je kompletna i u
sebi sadrzi sve elemente merne nesigurnosti tipa A 1 tipa B.

METODA LAGRANZOVOG MNOZITELJA

U okviru metode najmanjih kvadrata se moZze pokazati da je proizvod X" & = 0. Zbog toga, ako
jednacinu (1) pomnoZimo s leve strane sa X', dobijamo:

XTX-B=X"y )

Cime smo dobili sistem takozvanih normalnih jednacina.
Da bi se ovaj sistem resio, na kraj vektora Xy dodajemo vrednost referentnog etalona m,, a vektoru S
dodajemo formalni parametar (Lagranzeov mnozitelj) A, pa jednacina (5) postaje:

SRR ®

GdejedT=[1 0 .l]

U prakticnom smislu to znaci, u slu¢aju jednog etalona na prvom mestu:

Matrici X7 Xdodaje se red 1, 0.......,0 i kolona 1,0......,0;

Vektoru nepoznatih masa f dodaje se kao poslednji fix+1 LagranZzeov mnozitelj 4;

Matrici X dodaje se red 0,0,.......,1i kolona 0,0,......,1;

Vektoru korigovanih razlika y dodaje se kao poslednji ¢lan yn+1 vrednost mase referentnog
etalona.

Konacno reSenje glasi:

AR R I 2

Za parametar A uvek se dobija vrednost 0.

Posto se razvijanje garnitura obavlja u dekadama (prva dekada 1 kg do 100g, druga 100g do 10 g itd.),
a merenja koja se izvode na komparatorima mase u nekoj dekadi nemaju iste ponovljivosti, uvode se
tezinski koeficijenti na sledeci nacin:

Wii = (00)2 i=1..n (8)

Si

gde je g, normalizacioni faktor koji se dobija pomoc¢u formule



1

2
Oy = Z 9)
%(s)
Gde su S; - standardne devijacije svakog reda u Semi X.
Formira se dijagonalna tezinska matrica:
Wiy 0 0 O
W= 0 W, 0 0 (10)
0 0 0 Wy,
pomocu koje se koriguju polazne matrice:
X =w2.x
y =wzy (11)
i dobija korigovani sistem
X'X'p=x"y (12)
¢ije je reSenje:
B=XT-X)"XTy=xX"W-X)""X"-W-y (13)
I kovarijansna matrica:
cov(B)=0?-XT-X) =02 XT-W-X)? (14)

Metodom Lagranzevih mnozitelja dobija se nepotpuna varijansno - kovarijansna matrica (14) u smislu
da sadrzi samo varijanse i kovarijanse tipa A, a ne i one tipa B kao u slu¢aju Gauss-Markov metode.
Tip A merne nesigurnosti je odreden dijagonalnim elementima ove matrice:

ui (By) = cov(p);; = diag[cov(p)] (15)

Standardna merna nesigurnost referentnog etalona u(mg) (tip B) se rasporeduje na mase nepoznatih
tegova prema slede¢em odnosu:

un(B) = by ulmg) s by ="/ (16)

Gde su M; i Mg nazivne mase j-tog nepoznatog tega i referentnog tega.
Standardna merna nesigurnost korekcije sile potiska (tip B) se odreduje po formuli:

up(B)) = up, - (V; —h-V)2 + pg - (up; — h-up,) (17)

Gde su: u,,_- nesigurnost gustine vazduha, V; i V. — zapremine j - tog nepoznatog i referentnog tega,
uy; I wy, — nesigurnosti pomenutih zapremina.
Kombinovana standardna merna nesigurnost se dobija na uobicajen nacin:



ug (By) = ui(B)) + uz (B + us (B)) (18)

Konacno, proSirena merna nesigurnost se dobija mnozenjem faktorom k = 2:

U(B;) = 2uc(B;) (19)
GAUSS - MARKOV METODA

Za razliku od Lagrangeove metode koja problem singularnosti matrice sistema reSava pro$irujuci
sistem normalnih jednacina (5), Gauss - Markov metoda isti problem reSava proSirivanjem sistema
osnovnih jednacina (1). U sistem se uvede dopunska jednacina ili jednacine:

Am =R (20)

Gde su: A — matrica koja definiSe polozaj referentnih tegova (najmanje jedan, a moze ih biti i vise)
unutar vektora masa nepoznatih tegova m, a R — vektor ¢ije su komponente vrednosti masa referentnih
tegova.

Primer: Ako prva dva tega Zelimo da postavimo kao referentne tegove m; = mg, i m, = mg,, onda
Su:

a=p 00 ] @
R =[] @
Pa jednacina (20) dobija oblik:
m
6 00 || = e @
Kada polazni sistem (1) prosirimo jednac¢inom (23), dobijamo system jednacina:
X'p=y +¢€ (24)
Gde je X' kompozicija dve matrice:
v =[ 2
a y' kompozicija dva vektora:
v =P o

Sistem (24) sada ima reSenje i 0no je:

-1
A __ 1T =1y 1T =11
p=(xTwitx) Xty 27)



Gde je ¥, - kovarijansna matrica pridruzena vektoru y’. Kovarijansna matrica pridruZena vektoru It
je:
-1
_ 1T =1 vyr
wp = (X" lx') (28)

Nesigurnosti pridruzene vektoru f su kvadratni koren &lanova na glavnoj dijagonali od ¥z U
postupku odredivanja merne nesigurnosti tegova ocigledno je najpre potrebno prona¢i matricu ¥,

Vektor y' je funkcija vise ulaznih statisti¢kih veli¢ina, kao $to se moze videti iz jednaine (2) pa se
kovarijansna matrica ¥,,» moZze predstaviti u obliku zbira matrica [4]:

l}!y, = lzudm + '{,dV + lluair + I{IS (29)

Gde su: ¥y, — kovarijansna matrica razlika u masama izmerenih komparatorima, ¥, - kovarijansna
matrica zapremina tegova, ¥,;,- - kovarijansna matrica gustina vazduha, , a ¥s — matrica kovarijansi
referentnih tegova.

= Procena ¥,

Pretpostavljamo da su razlike ocitavanja na komparatorima nekorelisane — tako odmah znamo da c¢e
matrica ¥y, biti dijagonalna. Merna nesigurnost ovih razlika zavisi od: rezolucije komparatora r,
ponovljivosti o, ekscentriciteta ug, osetljivosti komparatora ug, linearnosti u;, stabilnosti tegova (drifta)
ud;

2 2
Ui, = 255+ + uf +uf +ul +ug (30)
Pa je onda:
Uy O 0 0
0 ux 0 0
y = Am2 . 31
dm 0 0 . 02 ( )
0 0 0 uAmq

= Procena ¥,y

Poci ¢emo od ¢lana u jednacini (2°), koji se odnosi na korekciju usled sile potiska, koji ¢emo ovog
puta napisati u matri¢nom obliku:

P1a - (V1 — V])
=X, XV (32)
Pin (Vo — Vi)
Piac 0 0 O
gdesu X, = 8 p(z)a O (()) - dijagonalna matrica gustina vazduha, X' — matrica Seme, a
0 0 0 pna

Vi

V= () vektor zapremina tegova (zapremine tretiramo kao promenljive, a gustinu vazduha kao
Va

konstantu). Prema zakonu prostiranja nesigurnosti [3] moze se napisati da je:



Pra- (V1 — V})
Cov = Way = X, X' Cov(V)(X,,X)" (33)
Pin (Vo = Vi) 4

Gde je:
UZ(V1) 7'1,2u(V1)u(V2) 7'1,mu(V1)u(Vm)
Cov (V) = u?(Vy) s ymu(V2)u(Vn)
siw T i

Podatak o korelaciji izmerenih zapremina tegova naj¢esc¢e u praksi nedostaje, pa se uzimaju samo
elementi sa glavne dijagonale u?(V;).

Procena ¥ ,;,

Kao i u postupku za ¥, po¢injemo od jednacine (32), ali ¢emo njenu desnu stranu reinterpretirati;
Naime, umesto:

P1a 0 0 O V.
0 p 0 0 , ! : : .
X,, = 0 (2)“ o | X' — matrica Seme, a V = ... | vektor zapremina, sad ¢emo je shvatiti
v
0 0 0 pmg "
ovako:
P1a - (V1 — VJ)
= AVp, (34)
Pma * (Vm - Vk)
dVld ; 8 8 Pay
Gde je: AV = 8 gz 0 |- dijagonalna matrica razlika zapremina, a p, = ( )
Pa,,

00 0 .
vektor gustina vazduha (ovde gustinu vazduha tretiramo kao promenljivu a zapremine tegova kao
konstante). Sad opet moZemo primeniti zakon prostiranja merne nesigurnosti [3] iz koga dobijemo:

Pia- (V1 —V)) avi 0 0 0 av, 0 0 0
0 dv. 0 0 0 dv. 0 0
Cov =%ar={g 0" 0 |%%|0 o . 0 (35)
Pin ° (V;l - Vk) Pa 0 0 0 de 0 0 0 de

(ovde smo iskoristili ¢injenicu da transpozicija dijagonalne matrice nema nikakav efekat)

uz(pal) u(palfpaz) u(palﬂpaB) u(pla'pma)
2
Gde je: Cov,, = u*(paz)
SYM

w(p2a) Pma) _ i i
W2 (pgs) kovarijansna matrica
. uIZV (pam)
za gustinu vazduha.



Za kovarijansu u(pg1, paz) mozemo pisati:  u(pgq, Paz) = rU(pe1)u(pq2), gde je r — koeficijent
korelacije koji zavisi od upotrebljenih instrumenata, obicno je 0,5 <r < 0,9. Takode je uobicajeno da je
u(py) = ulpq1) = u(py2). Zbog svega ovoga se kovarijansna matrica za gustinu vazduha moze napisati
u obliku:

u?(pg) rulpg)ulpe) rulpg)ulpy) rulpg)ulpg)

Cov, = | u*(pg) Tu(pa)u(pq) ru(pa)u(pq)
: u? (Pa) ru(pa)u(pa)
\ ST S 1

= Procena Wy

Ve¢ smo ranije rekli da je u principu moguce raditi sa nekoliko referentnih tegova mg; sa pridruzenim
nesigurnostima u(mg;). U tom slucaju je:

(36)

uz (le) u(lelmRZ)
¥s = ( u?(mpy)

SYM u’ (T.':l.Rm)>

Gde su u(mpg;, mg;) - kovarijanse referentnih tegova.
I na kraju, s obzirom da ne postoji korelacija izmedu referentnih tegova mg; i izmerenih razlika (2),

¥, mozemo predstaviti kao kompoziciju matrica:
q’dm + q’air + q’dV 0
vy = 0 'Ps) (37)
PRIMER
Primer se odnosi na Semu poredenja Cetiri tega nazivne mase 1 kg, podaci su dati u tabelama.
Proracun je izvrSen prema metodi Gauss- Markova.

Ulazni podaci:
Uloga tega | Identifikacija | Nazivna | Zapremina/cm® | Nesigurnost Visina Visina Koef.topl.
R- tega masa / zapremine/cm’ | centra tega/ sirenja
referentni g mase/ cm x1076/°C*
T - test cm
R 1 kg 62 1000 46.435 0.00030 1.95 3.9 25.982
T 1 kg Hae 1000 124.23063 0.00030 35 7.5 45
T 1 kg* Hae 1000 124.23191 0.00048 3.5 7.5 45
T 1 kg Me 19 1000 125 0.125 35 7.5 45




Za teg 1 KG ME 19 ne postoje precizni podaci o zapremini, ali program zahteva unos nekih podataka, pa su
provizorni podaci uneseni na osnovu oblika tega koji je u skladu sa Preporukom OIML R 111, kao i na
osnovu ¢injenice da je poznat materijal od kog je teg izraden. Ovo ima za posledicu znacajno veéu mernu
nesigurnost ovog tega pri odredivanju stvarne mase.

Sema (dizajn) merenja je data u sledecoj tabeli:

Redni
broj lkg |1kg 1 kg* 1 kg Me
vaganja | 62 Hae Hae 19
1 1 -1 0 0
2 1 0 -1 0
3 1 0 0 -1
4 0 1 -1 0
5 0 1 0 -1
6 0 0 1 -1
7 -1 1 0 0
8 -1 0 1 0
9 -1 0 0 1
10 0 -1 1 0
11 0 -1 0 1
12 0 0 -1 1
Rezultati merenja:
Redni broj Ocitana Korekcija usled Korekcija Korigovane
vaganja razlika/mg potiska/mg usled razlike | razlike/mg
u visinama
centra mase
g/mg
1 91.28144138 -91.43464698 -0.00372 0.170336906
2 91.41769685 -91.43603678 -0.00372 0.035491234
3 90.29990309 -92.33836542 -0.00372 -2.05544935
4 0.137535239 -0.001504412 0 0.13601062
5 0.979893587 -0.904258954 0 1.884008573
6 1.117613793 -0.90275321 0 2.020202802
7 91.27974669 91.43380261 0.00372 0.171186856
8 91.41767186 91.43536717 0.00372 0.034846517
9 90.29961814 92.33800382 0.00372 2.055372594
10 0.136770377 0.001504404 0 0.135245878
11 0.980138543 0.904250772 0 1.884245313
12 1.117818756 0.902747912 0 2.020402438




Obradeni rezultati:

ID Uloga Konvencionalna | u/mg (k=1)
masa/g
1 kg 62 R 1000.0933960 0.0030
1 kg Hae T 1000.0001982 0.0299
1 kg* Hae T 1000.0000609 0.0299
1 kg Me 19 T 1000.0011595 0.0303
ID Uloga | Stvarna masa/g | u/mg
(k=1)
1 kg 62 R 999.9991040 0.0030
1 kg Hae T 999.9992749 0.0299
1 kg* Hae T 999.9991392 0.0299
1 kg Me 19 T 1000.0011594 0.1500

Rezultat Projekta bi trebalo da budu sasvim nove ili poboljSane postojete merne moguénosti
(CMC) zemalja ucesnica. U tom smislu je planirano medulaboratorijsko poredenje tokom 2023. u okviru
regionalne metroloske organizacije EURAMET sa ciljem medunarodnog priznavanja i objavljivanja
rezultata u okviru Baze podataka klju¢nih poredenja Medunarodnog biroa za tegove 1 mere (KCDB

BIPM).

U ovoj fazi Projekta je izradena softverska aplikacija za obradu podataka prikupljenih merenjima
RealMass rev 06, koja podatke moze obradivati po obe metode prikazane u ovom radu. Preliminarna
merenja i obrada podataka u DMDM pokazuju dobar stepen slaganja dobijenih rezultata sa ocekivanim

vrednostima.
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